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Kontinualan signal
Sistem

Furijerova transformacija
Diferencijalne jednacine
Laplasova transformacija

Vremenski domen:
Signal + diferencijalne jednacine = odziv sistema
Impulsni odziv, konvolucija

Transformacioni “frekventni” domen:
Signal prikazan u “frekventnom” domen
Impulsni odziv sistema u “frekventnom” domenu
Odziv sistema u “frekventnom” domenu

Pravimo sistem koji “izvodi” diferencijalne jednacine!
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Diskretan signal
Sistem

Furijerova transformacija
Diferencne jednacine
Z transformacija

Vremenski domen:
Signal + diferencne jednacine = odziv sistema
Impulsni odziv, konvolucija

Transformacioni “frekventni” domen:
Signal prikazan u “frekventnom” domenu
Impulsni odziv sistema u “frekventnom” domenu
Odziv sistema u “frekventnom” domenu

Pravimo sistem koji “izvodi” diferencne jednacine!
Ali mozemo da se igramo i u transformacionim domenima!
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Diferencna jednacina
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Sta je cilj?

Napraviti sistem koji vrSi obradu ulaznog signala i
na svom izlazu daje odgovarajuci odziv

Diskretan sistem

Realizacija -> Digitalna kola
Softverski
Hardverski

Racunarska efikasnost
Memorijski zahtevi
Uticaj kona&ne duzine redi
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Postupak projektovanija i realizacije nekog diskretnog sistema sastoji se iz Cetiri faze:

1. U fazi zadavanja specifikacija se na osnovu analize problema zadaju amplitudska
i/ili fazna karakteristika diskretnog sistema koje treba ostvariti, kao i dozvoljene
tolerancije u realizaciji ovih karakteristika.

2. U fazi sinteze se odreduju koeficijenti polinoma u brojiocu i imeniocu funkcije
prenosa date izrazom, ili polozaji polova i nula funkcije prenosa, na takav nacin
da se zadate specifikacije ostvare sa greSkom koja lezi unutar dozvoljenih
tolerancija.

3. U fazi realizacije vrsi se izbor realizacione strukture i odredivanje koeficijenata
mnozaca. Pored kriterijuma ekonomicnosti, prilikom izbora se vodi raéunai o
osetljivosti realizacije na konacnu ta¢nost predstavljanja podataka u digitalnim
sistemima.

4. U fazi implementacije vrSi se softverska ili hardverska realizacija funkcije prenosa
odredene u fazi 2, kori§¢enjem realizacione strukture izabrane u fazi 3.
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Otkud sada analogni filtri?

U praksi funkcija prenosa koja treba da se sintetizuje najéeSée ima filtarsko svojstvo,
tj. pojaCava ili propusta bez slabljenja signale iz nekog opsega ucestanosti, dok slabi
signale iz nekog drugog opsega ucestanosti, faza sinteze se obi¢no naziva
sinteza filtarskih funkcija ili
postupak aproksimacije

Naj¢esce se sinteza digitalnog filtra izvodi pogodnom transformacijom funkcije

prenosa odgovarajuc¢eg analognog filtra.

1. Postupak sinteze analognih filtara (narog€ito propusnika niskih u€estanosti) se
prou€ava vec viSe od pedeset godina tako da postoje razvijeni postupci sinteze
za mnoge vazne prakti€ne slucajeve.

2. U mnogim vaznim slu¢ajevima polovi ili koeficijenti funkcije prenosa analognih
filtara dati su eksplicitnim formulama.

3. Za slu€ajeve za koje ne postoje eksplicitne formule za funkciju prenosa
sacinjene su opsezne tabele koje sluze kao pomo¢ pri projektovanju.
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Karakteristike funkcije prenosa koju treba sintetizovati, ili krace, specifikacije,
zadaju se najcesce u frekvencijskom domenu.

Kod selektivnih funkcija prenosa, koje su poznate pod nazivom filtarske funkcije,
razlikuju se

*propusni opseg
*nepropusni opseg
*prelazna zona.

U propusnom opsegu signal se u sistemu pojacava, propusta neizmenjen ili vrlo
malo slabi.

U nepropusnom opsegu se signal znatno oslabljuje.

U prelaznoj zoni funkcija prenosa se ne specificira, ali se najéeS¢e zahteva da
amplitudska karakteristika bude monotono opadajuca.

Broj propusnih opsega, odnosno nepropusnih opsega moze biti i veéi od jedan.
Za sada 1! Sve posle moze da se generalizuje.
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Primer amplitudskih karakteristika koje zelimo da dobijemo

 Hglio)l
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Da bi to dobili kre¢emo od:

1. Grani¢ne ucestanosti propusnog opsega Q,
2. Grani¢ne ucestanosti nepropusnog opsega Q,
3. Varijacija amplitude u propusnom opsegu &,
4. Varijacija amplitude u nepropusnom opsegu 0,
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Ako poja€anje ne sme da bude vece od 1
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Najcesc¢i nacin zadavanja gabarita filtarskih funkcija je preko recipro¢ne
vrednost amplitudske karakteristike izrazena u dB, odnosno zadaje se

slabljenje.

U tom slu¢aju se umesto varijacije amplitude u propusnom opsegu &,
specificira maksimalno slabljenje u propusnom opsegu a,,, dok se umesto

varijacije amplitude u nepropusnom opsegu &, specificira minimalno
slabljenje u nepropusnom opsegu a,.

a(dB)

%p
Q, Qa Q
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Zasto niskofrekventni filtri (NF) koji propustaju samo niske ucestanosti
kada nama mozda (sigurno) trebaju i

Visokofrekventni filtri (VF), odnosno propusnici visokih u€estanosti
Propusnici opsega ucestanosti (PO)

Nepropusnici opsega ucestanosti (NO)

U slucaju sinteze NF filtra, mogu se dobiti eksplicitne formule za polove i nule funkcije
prenosa.

Sinteza ostalih tipi¢nih funkcija prenosa (VF, PO, NO) vrsi se naj¢eS¢e
transformacijom NF funkcije prenosa

Prilikom projektovanja u€estanosti su najéeSce normalizovane!
Q, =1

a)pzl

Digitalna obrada signala
Projektovanje analognih filtara — Batervortova aproksimacija

Batervortova (Butterworth) aproksimacija idealne amplitudske karakteristike
NF filtra je izvedena pod pretpostavkom da je amplitudska karakteristika
maksimalno ravna u koordinathom pocetku.
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‘HB(J-O))‘E =

€ parametar koji odreduje slabljenje na granici propusnog opsega w =w,
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Projektovanje analognih filtara — Batervortova aproksimacija

Hglio)!
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Slika 8.2 Amplitudska karakteristika Batervortovog filtraza N=1,2,3,4,5ie=1.
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Odredivanje polova
S=jw 1

H ,(5)H (~5) =

: 2, /- 2N
1+&7(s/jo,)

o, @ 2k+N-1 2k+N -1
5, = 2o N =—p{cos[7rr]+jsin[7rrﬂ, k=12..2N

Ve Ve v v

Zbog uslova stabilnosti, koji zahteva da svi polovi funkcije prenosa leZe u levoj polovini
ravni kompleksne ucestanosti s,

polovi funkcije HB (s) su koreni iz leve poluravni (1S k< N),

dok su polovi funkcije HB (-s) koreni iz desne poluravni (N +1< k <2N).

H N
Hy(s)= ", Hy=T](sp)

H (5—=5%) =
il
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Projektovanje analognih filtara — CebiSevljeva aproksimacija prve vrste

1
1+e' Ty (o/o,)

‘Hc (j(’))‘l =

cos(Ncos_l X) M <1

Ty (x)=
N cosh(N cosh X) ‘1‘ >1

Ty (X) =2xTy (x) = Ty (x), TH(x)=1, Ti(x)=2x

Ty (1) =1 onda e=+10"1% _ Kao i kod Batervorta
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Digitalna obrada signala
Projektovanje analognih filtara — Cebisevljeva aproksimacija prve vrste
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Projektovanje analognih filtara — CebiSevljeva aproksimacija prve vrste

Polovi S, =0, + JO,
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Digitalna obrada signala
Projektovanje analognih filtara — CebiSevljeva aproksimacija druge vrste - inverzni
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Projektovanje analognih filtara — CebiSevljeva aproksimacija druge vrste - inverzni

H i)l

N=5

Digitalna obrada signala
Projektovanje analognih filtara — CebiSevljeva aproksimacija druge vrste - inverzni
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Projektovanje analognih filtara — Elipti¢ka aproksimacija

Zajednicka karakteristika Batervortove i Cebi$evljeve aproksimacije je da su
odli¢ne u nepropusnom opsegu, ali po cenu Siroke prelazne zone.

Inverzni Cebigevljevi filtri imaju manje slabljenje u nepropusnom opsegu ali je
slabljenje u gornjem delu propusnog opsega ¢esto suvise veliko.

Najbolja prelazna zona se dobija ako se greSka aproksimacije idealne
karakteristike ravnomerno rasporedi u propusnom i nepropusnom opsegu.
Rezultuju¢a amplitudska karakteristika ima oscilatorni karakter i u propusnom i u
nepropusnom opsegu.

Takva aproksimacija naziva se eliptiCka aproksimacija jer se u postupku sinteze
koriste elipticke funkcije, ili Kauerova aproksimacija, prema autoru (Cauer) koji ju
je prvi formulisao.

Digitalna obrada signala
Projektovanje analognih filtara — Elipti¢ka aproksimacija

1
1+&Cy(a/o,)

‘HE(J-O))‘E =

Cebisevljeva racionalna funkcija
(= 0? ) —0h)( — o)

Cy(x)=Kx—; ; ; - , -
(X" =0, )X -0, ) (X" -0,)
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Projektovanje analognih filtara — Elipti¢ka aproksimacija

Red filtra
N> loglﬁD
log(1/q)
O0lo, _ ) N
D= % q=q,+2q; +15¢; +150q,
1077 —1

11-&' . _ %%
Q=57 k'=~N1-k" k_o)

Digitalna obrada signala
Projektovanje analognih filtara — Elipti¢ka aproksimacija

Funkcija prenosa

() H, < s +4,
§)= —
E Dy(5) 71 5>+ Bys + By,

N neparno $+0g

2 D0(3)={1

— N parno

N neparno

N parno
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Projektovanje analognih filtara — Elipti¢ka aproksimacija
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Digitalna obrada signala
Projektovanje analognih filtara — Elipti¢ka aproksimacija
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Projektovanje analognih filtara — Elipti¢ka aproksimacija
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Digitalna obrada signala
Projektovanje analognih filtara — Elipti¢ka aproksimacija

/ .
[Te ()
1 -
N=4
05
0 . >
0 1 2 3 Q
A .
e
1
N=5
05 -
0 >

15



Projektovanje analognih filtara

Digitalna obrada signala
Projektovanje analognih filtara — Poredenja
N =5, o, =0.25dB, a, =40 dB
T agio) ayiQ)
Eaeen Cebisevljev
100 [ 100 -
50 - 50
% 1 2 s a> %0 1 2 3
(a) (b)
A .
(L) . O(E(JQ)
Inverzni Elipticki
100 CebiSevljev 100 -
50 50 -
0 0
0 1 2 30 0 1 2 30
() (@)

Digitalna obrada signala

Propusni opseg

1 2

Projektovanje analognih filtara — Poredenja Q =1 isto slabljenje 3db
1.

U donjem delu propusnog opsega (u okolini w = 0)
najbolji je inverzni CebiSevljev filtar, a za njim sledi
Batervortova aproksimacija. CebiSevljev i eliptigki
filtar imaju priblizno sliéne karakteristike.

U gornjem delu propusnog opsega najbolji su elipticki
i Cebisevljev filtar dok su inverzni Cebisevljev i
Batervortov filtar znatno losiji jer unose veée
slabljenje.

U prelaznoj zoni, prema kriterijumu Sirine prelazne
zone, najbolji je elipticki filtar, za njim sledi inverzni
Cebisevljev filtar, onda Cebisevljev, i na kraju,
Batervortov filtar.

U nepropusnom opsegu CebiSevljev i Batervortov
filtar obezbeduju vece slabljenje od inverznog
Cebisevljevog ili elipti¢kog filtra. Medutim, ova
¢injenica ne predstavlja nikakvu prednost ove dve
aproksimacije jer je kod svih aproksimacija
zadovoljen uslov da je u nepropusnom opsegu
slabljenje ve¢e od minimalne vrednosti a,

16
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Digitalna obrada signala
Projektovanje analognih filtara — Poredenja

Vrlo vaznu karakteristiku funkcije prenosa predstavlja Q faktor kriticnog para polova
Kriti€nim parom polova podrazumeva se onaj koji je najblizi imaginarnoj osi.

Ova karakteristika je vazna zbog toga Sto su za realizaciju veceg Q faktora
potrebne kvalitetnije komponente (sa manjim gubicima u pasivnoj tehnologiji i
manjim tolerancijama u aktivnoj tehnologiji).

U slu€aju digitalnih filtara, ve¢i Q faktor zahteva veci broj bita u digitalnoj reci.

U pogledu Q faktora, najbolji je Batervortov filtar, obe vrste Cebisevijevih filtara su
identi¢ne, dok je elipti¢ki filtar najgori.

Digitalna obrada signala
Projektovanje analognih filtara — Poredenja

Sto se tide jednostavnosti realizacije, u svim tehnologijama je jednostavnije
realizovati polinomske filtre (Cija funkcija prenosa nema nule) kakvi su
Batervortov i Cebigevljev, jer je potreban maniji broj elemenata u analognim
realizacijama ili maniji broj mnozaca u digitalnoj realizaciji.

U pogledu odstupanja od linearnosti fazne karakteristike, odnosno odstupanja
karakteristike grupnog kasnjenja od konstante, najbolji je Batervortov filtar, za
njim sledi inverzni CebiSevljev filtar, dok Cebigevljev i elipti¢ki filtar imaju
znatno loSije karakteristike narocito u gornjem delu propusnog opsega???

17
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Digitalna obrada signala
Projektovanje analognih filtara — Poredenja

Druga vrsta poredenja razli€itih metoda aproksimacije amplitudske karakteristike
moze se izvesti tako $to se odreduje minimalni red funkcije koja zadovoljava
traZeni gabarit.

Neka je potrebno odrediti funkciju prenosa koja zadovoljava karakteristike:
Qp=1p,Qa=15a,a,=0.5dB, a,=50dB.

Red funkcije prenosa koja zadovoljava trazene zahteve mora hiti
Batervort N = 17

Cebisevijev N =8

Inverzni CebiSevljev N = 8

Elipticki N =5

Elipticka aproksimacija daje reSenje najnizeg reda, koje je najéescée i
najekonomicnije za realizaciju. LoSa fazna karakteristika.???

Digitalna obrada signala
Projektovanje analognih filtara — Bitna faza — Beselova aproksimacija

Linearna faza = konstantno grupno kasnjenje

__Bo __ By

) 4 SNB(lf"S)
> B’
=0

Beselov polinom
_ (2N-0)!
i N
2NN = i)
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Digitalna obrada signala
Projektovanje analognih filtara — Bitna faza — Beselova aproksimacija
[Tz G
.
05
N=2,3,4,5
O0 1 2 3 4 50
Dg(©)
1
05 -
%1 2 3 4 50

Digitalna obrada signala

Projektovanje analognih filtara — Transformacije ucestanosti

§ = f(§) s pre transformacije; ono Sto figuriSe u funkcijama prenosa

S posle transformacije

Mes- (a2 |
H(8) = H, &2 = H s = H, -

o N 10) A A w, —w
Oy=—L=d,===0,-0,= b
a a a
obrnuto @

w, =1 a=—L>=ow, =ad, > 0,-0 —a(ﬂa—Ap)
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Digitalna obrada signala
Projektovanje analognih filtara — Transformacije ucestanosti

H(s)=H [ H, (IM.! J[ﬁ[;_lj] NF:;VF
[1s-p) [HpIH[;*D :

o, =1
. w,—®
A=0,0, > W, == 0, —0, =ad——
[0) 0,0,

Digitalna obrada signala
Projektovanje analognih filtara — Transformacije ucestanosti

o (i) MR
i i

2
X, = X, == [ Bx, + (Bx, ) —4a? _5 ¥ 4| X2 ﬂ = Xy + Xip = BX; = X, X, = @]
i i1,2 2 i i 2 B
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Digitalna obrada signala
Projektovanje analognih filtara — Transformacije ucestanosti

a2 2 YA 2 ~2
Ne zaboraviti g T ja)z(Jw) + @y :>a):£w — @
negativne ucestanosti BS Bjo B &
A2 2 s AN2 2 A2
S$°+ W) + loj-—o
L R PR € ) N X
B Bj® B o

: Bo, f
A ~2 ~ 2 L 2
0, = 0y = oy +Bo,o, -, :wpl—z( Bw, t,(Bo, +4a)0j

2 A

: Bo,f
N A2 A _ 4 2
0, = 0,y = 0y —Bo,w, -0y > 0, = 2(+ Bw, +./Bw, +4a)0j

. 1
@y, = E(i Bw, +,l(Bwp)2 +4a)§]

Dy, = %(i Bw, + (Ba)a)2 + 4@5)

Digitalna obrada signala
Projektovanje analognih filtara — Transformacije ucestanosti

obrnuto
o, =1
~2 2 2 A2 )
., — Q@ Ay — -
2 0 0 1 2 1
a)p —_P . — . p = B= p p
Ba,, Bow, o,
A2 2 2 A2
a)_a)az Wy _ Wy — Wy E(A —(5)
a - - a2 al
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Digitalna obrada signala
Projektovanje analognih filtara — Transformacije ucestanosti

L NF -> NO
oo (0 e

H(S):Hoﬁ(S—pi)_Ho(io J{O(;_ D _§2+a)§
{167 (st et )
1%, [H( rrae [Jen-se-cin)
=Ho(<—<§z+w;>)“M)(;-l(g_z”)(g_z”)j
(H@— P S - piz))

i=0

1 Bl 1 1 4o
x:xil‘zzz—(Bi B2—4xi2a)02):2[xi X—iz— B;J:xi1+xi2:%:xﬂxi2:wg

Digitalna obrada signala
Projektovanje analognih filtara — Transformacije ucestanosti

S= BS jo= Bjo =>w=8B
Ne zaboraviti . &+ (jo) + ¢ of —&°
negativne ucestanosti . o
BS Bj @
T2 7~ o= g
§* +w, (j&)" + oy " —ay

fes) )
~ A2 ~ 2 A _ 2 2 2
0, = Oy = 0y, -Bo, —o,0) = oy =—\-B1,[B*+4w,0;

- 2w,

alres )
~ i A 2 A~ _ 2 2 .2
Oy = By, = Op,0, + By, —0,00 = @, = > +B1.B"+4w,0,

p
wp

=588 0 )= L (48, + (B, F 4407

pr

Dy = i(i B+4B?+40’w} )= %(i B/w, ++(B/w, +4a)§)

Za)p

A A AA 2
Dy — By =Blo, 0,0, =0

Iy

A AA 2
Wyp = Wy = B/a)a W10y, = Wy
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Projektovanje analognih filtara

Digitalna obrada signala
Projektovanje analognih filtara — Transformacije ucestanosti

obrnuto

Bo,, Ba,,
Oy =" 2 -2 ; > B=o,\0, -
Wy =Wy Wy — Wy
Ba,, Baw,, B

a2 A2 T A2 2 A A
Wy — Wy Wy, — Wy (a)az - a)al)
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